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摘 要： 由于目标信号的发射时间未知，无源定位技术大多利用ＴＤＯＡ（到达时间差）进行目标定位．本文将求解
ＧＰＳ单点定位的Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法应用于ＴＯＡ（到达时间）多点定位方程的求解，提出了基于 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的无源多点定位
ＴＯＡＬＳ（最小二乘）估计算法．ＴＯＡＬＳ包含三个线性方程，其加权系数与目标位置和目标信号发射时间相关．采用 Ｂａｎ
ｃｒｏｆｔ算法给出初始值并求解ＴＯＡＬＳ方程，完成加权系数的迭代更新．仿真结果表明对不同几何位置的目标，ＴＯＡＬＳ
估计可获得接近理论方差下界的近似最优的性能．
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１ 引言

近年来，随着新航行系统概念的提出，多点定位

（Ｍｕｌｔｉｌａｔｅｒａｔｉｏｎ）和ＡＤＳＢ（广播式自动相关监视系统）作
为新航行系统中典型的监视技术越来越受到航空电子

界的关注，并被国际民航组织（ＩＣＡＯ）和欧洲民用航空
设备组织（ＥＵＲＯＣＡＥ）采纳作为建议使用的监视技
术［１，２］．多点定位系统采用分布的３个或更多的地面站
接收飞机发射的二次监视雷达的应答信号，利用接收信

号的ＴＤＯＡ对飞机定位．由于目标信号的发射时间未
知，无源多点定位技术大多利用 ＴＤＯＡ进行目标定位，
即双曲线多点定位方法．多点定位系统通常采用泰勒级
数法将非线性的定位方程组线性化，再对其进行迭代求

解［３］，该算法对初始值较敏感，并存在算法收敛问题．目
前提出了许多闭式的线性算法求解定位方程［４～６］，但这

些算法大都只能在高信噪比条件下达到最优估计．文
献［７］对 ＴＤＯＡ定位提出了最大似然（ＭＬ）估计的近似解
法，并给出了闭式的ＭＬ方程组．

针对求解 ＧＰＳ伪距单点定位方程问题，Ｂａｎｃｒｏｆｔ于
１９８５年提出了一种闭式的全局性非线性最小二乘算
法［８］（Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法）．文献［９］将 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法应用于多
点定位方程的求解，可得到包含 ＴＯＥ的目标位置估计．
由于 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法直接对非线性定位方程组进行求解，
其本身在解的统计特性上并不能达到最优．

与通常的ＴＤＯＡ定位方法不同，本文通过引入目标
信号发射时间（ＴＯＥ）作为未知量，从非一致性 ＴＯＡ定位
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方程组入手，首先基于最小二乘准则，将 ＴＯＡ定位方程
组转换为三个线性方程，其加权系数与目标位置和ＴＯＥ
相关；然后采用Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法得出了 ＴＯＡ定位方程组的
闭式最小二乘解．由于 ＴＯＡＬＳ线性方程的加权系数是
未知的，只能通过迭代方法进行求解，因此最终得到的

是 ＴＯＡ定位方程的近似最小二乘解．仿真结果表明经５
次更新即可获得接近理论方差下界的估计结果．

２ 多点定位的Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法

Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的详细推导过程可参见文献［１０］．假
设在二维平面上的多点定位系统的地面接收站数量 Ｎ
≥３，每个ＴＯＡ测量值满足以下方程：
（ｘ－ｘｉ）２＋（ｙ－ｙｉ）２＝ｃ２（ｔｉ－ｔ）２，ｉ＝１，２，…，Ｎ（１）

其中，（ｘ，ｙ）是目标位置坐标，ｔ是信号发射时间，ｃ是
光速，（ｘｉ，ｙｉ）是第 ｉ个地面站的位置坐标，ｔｉ为信号到
达第ｉ个地面站的时间．

将式（１）展开后得到：
２（ｘｉｘ＋ｙｉｙ－ｃ２ｔｉｔ）＝ｘ２＋ｙ２－ｃ２ｔ２＋ｘ２ｉ＋ｙ２ｉ－ｃ２ｔ２ｉ

（２）
定义如下时空向量和权矩阵：

ｇｉ＝［ｘｉ，ｙｉ，ｃｔｉ］Ｔ （３）
ｈ＝［ｘ，ｙ，ｃｔ］Ｔ （４）

Ｍ３×３＝ｄｉａｇ（１，１，－１） （５）
引入Ｌｏｒｅｎｔｚ内积：

＜ｇｉ，ｈ＞＝ｇＴｉＭｈ＝ｘｉｘ＋ｙｉｙ－ｃ２ｔｉｔ （６）
则式（２）可写为：
＜ｇｉ，ｇｉ＞－２＜ｇｉ，ｈ＞＋＜ｈ，ｈ＞＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ

（７）
将式（７）写为矩阵形式：

α－ＢＭｈ＋λτ＝０ （８）
其中：

２α＝［＜ｇ１，ｇ１＞… ＜ｇＮ，ｇＮ＞］Ｔ

Ｂ＝
ｘ１ ｙ１ ｃｔ１
  

ｘＮ ｙＮ ｃｔ









Ｎ

２λ＝＜ｈ，ｈ＞＝ｘ２＋ｙ２－ｃ２ｔ２

τ＝［１ … １］ＴＮ×１
在式（８）中，若把λ作为已知数，则可得到非线性最优
估计：

ｈ^＝［^ｘ ｙ^ ｃ^ｔ］Ｔ＝ＭＦλτ＋( )α （９）
其中 Ｆ＝（ＢＴＢ）－１ＢＴ，参数λ可由以下二次方程解出：
＜Ｆτ，Ｆτ＞λ２＋２（＜Ｆτ，Ｆα＞－１）λ＋＜Ｆα，Ｆα＞
＝０ （１０）
将上式的两个解λ１和λ２分别代入式（９）中可得到

两个解向量，后面将讨论解向量的选取问题．

３ 基于 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的 ＴＯＡ定位方程的最
小二乘解

３１ ＴＯＡ定位方程的最小二乘解（ＴＯＡＬＳ）
ＴＯＡ存在测量误差，将导致 ＴＯＡ定位方程组是非

一致性的．包含测量误差的ＴＯＡ定位方程如下：
ｃ（ｔｉ－ｔ）＝ｒｉ＋εｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ （１１）

其中，ｒｉ＝［（ｘ－ｘｉ）２＋（ｙ－ｙｉ）２］１／２，εｉ表示将 ＴＯＡ
时间测量转换为距离测量后的误差项．对式（１１）的误差
平方和

Ｊ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｒｉ－ｃ（ｔｉ－ｔ））２ （１２）

求最小值将给出时空向量ｈ的最小二乘解．当测量误
差εｉ是零均值高斯分布的独立随机变量且其协方差矩

阵正比于单位矩阵时，ＴＯＡ定位方程组的最小二乘解
与最大似然估计等效．求 Ｊ相对于ｈ的导数，并令其结
果等于零，可得到以下三个方程：

∑
Ｎ

ｉ＝１

ｘ－ｘ( )ｉ ｒｉ－ｃｔｉ－( )[ ]ｔ
ｒｉ

＝０

∑
Ｎ

ｉ＝１

ｙ－ｙ( )ｉ ｒｉ－ｃｔｉ－( )[ ]ｔ
ｒｉ

＝０

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｒｉ－ｃｔｉ－( )[ ]ｔ ＝０

（１３）

将等式

ｒｉ－ｃ（ｔｉ－ｔ）＝
ｒ２ｉ－ｃ２（ｔｉ－ｔ）２

ｒｉ＋ｃ（ｔｉ－ｔ）

代入式（１３），并采用 Ｌｏｒｅｎｔｚ内积表示，展开后可得如下
方程：

∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ ＜ｇｉ，ｇｉ＞－２＜ｇｉ，ｈ＞＋＜ｈ，ｈ( )＞ ＝０

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｂｉ ＜ｇｉ，ｇｉ＞－２＜ｇｉ，ｈ＞＋＜ｈ，ｈ( )＞ ＝０

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｉ ＜ｇｉ，ｇｉ＞－２＜ｇｉ，ｈ＞＋＜ｈ，ｈ( )＞ ＝０

（１４）

其中，ａｉ＝
ｘ－ｘｉ

ｒｉ ｒｉ＋ｃｔｉ－( )( )ｔ ，ｂｉ＝
ｙ－ｙｉ

ｒｉ ｒｉ＋ｃｔｉ－( )( )ｔ ，ｃｉ

＝ １
ｒｉ＋ｃｔｉ－( )( )ｔ ．将式（１４）写为矩阵形式：

θ－ＤＭｈ＋λδ＝０ （１５）
其中，

２θ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ＜ｇｉ，ｇｉ＞∑

Ｎ

ｉ＝１
ｂｉ＜ｇｉ，ｇｉ＞∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｉ＜ｇｉ，ｇｉ[ ]＞ Ｔ
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Ｄ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉｘｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ａｉｙｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ａｉｃｔｉ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｂｉｘｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｂｉｙｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｂｉｃｔｉ

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｉｘｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｉｙｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｉｃｔ















ｉ

２λ＝＜ｈ，ｈ＞＝ｘ２＋ｙ２－ｃ２ｔ２

δ＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｂｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃ[ ]ｉ
Ｔ

式（１５）和式（８）结构相似，但式（１５）中的加权系数 ａｉ，ｂｉ
和ｃｉ中包含有未知量（ｘ，ｙ，ｃｔ），因此需首先根据式（８）
求得解向量 ｈ的初始估计值，然后计算加权系数 ａｉ，ｂｉ
和ｃｉ，再由下式求出式（１５）新的解向量 ｈ．

ｈ^＝［^ｘ ｙ^ ｃ^ｔ］Ｔ＝ＭＤ－１λδ＋( )θ （１６）
参数λ由以下二次方程解出：

＜Ｄ－１δ，Ｄ－１δ＞λ２＋２（＜Ｄ－１δ，Ｄ－１θ＞－１）
·λ＋＜Ｄ－１θ，Ｄ－１θ＞＝０ （１７）

二次方程（１７）有两个解λ１和λ２，分别代入式（１６）
中可得到两个解向量，选择一个正确的解向量 ｈ．再用
这个新的解向量更新加权系数 ａｉ，ｂｉ和ｃｉ，并重复以上
求解过程，经迭代后（计算机仿真为５次），使式（１２）的
平方误差和 Ｊ最小的解向量即为ＴＯＡ定位方程的最小
二乘解．
３２ 到达时间和解向量的选取

由于目标信号发射时间未知，需对信号到达时间 ｔｉ
作一定的限制来保证 Ｂ和Ｄ矩阵中各元素值的量级不
会相差太大，避免数值求解的不稳定．取第１个地面接
收站作为 ＴＯＡ时间参考（即 ｔ１ ＝０），各地面接收站相
对于第１个地面接收站的 ＴＯＡ时间为：ｔ１ ＝０，ｔ２ ＝ｔ２
－ｔ１，… ，ｔＮ＝ｔＮ－ｔ１．限定 ＴＯＡ时间的定位方程组如
下：

－ｃｔ＝ｒ１
ｃ（ｔ２ －ｔ）＝ｒ２＋ε２


ｃ（ｔＮ－ｔ）＝ｒＮ＋εＮ

（１８）

其中εｉ＝εｉ－ε１，ｉ＝２，３，…，Ｎ．由于取 ｔ１ ＝０，这时
ｃｔｉ则代表了目标与第ｉ个地面站的距离和第１个地面
站之间的距离差．对方程组（１８）进行最小二乘求解，可
解释为以目标位置作为圆心，寻找一个过地面站１的球
面，使得该球面与其它各地面站 ｉ之间的距离尽可能的
接近 ｃｔｉ．图１是无测量误差情况下限定ＴＯＡ时间的定
位方程（１８）的几何示意．

本文对ＴＯＡ定位方程组的求解以定位方程的误差
平方和最小为准则，使目标函数 Ｊ较小的解向量即为

所选取的解．根据因果关系目标信号的 ＴＯＥ必早于
ＴＯＡ，限定 ＴＯＡ后有效解向量的时间分量应小于 ｔ１（即
为负值）．故解向量的选取流程如下：

（１）首先根据二次方程
的根λ由式（１６）得到两个解
向量，如果二次方程的根λ
为虚数，则取根的实部进行

计算．
（２）如果两个解向量中

只有一个解向量的时间分量

为负，则选取该解向量为正

确的解向量；如果两个解向

量的时间分量均为负，则选

取使式（１２）的平方误差和 Ｊ
较小者为正确的解向量．

（３）如果两个解向量的时间分量均为正，则令这两
个解向量的时间分量为负值，并选取使式（１２）的平方误
差和 Ｊ较小者为正确的解向量．

４ 计算仿真

仿真在二维平面中对不同几何位置的目标将本文

的ＴＯＡＬＳ算法和 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法的定位精度与 Ｃｒａｍｅｒ
Ｒａｏ下界（ＣＲＬＢ）进行了比较．仿真实验的布站位置和目
标几何位置见图 ２，地面站坐标为（ｘ１＝－４７１，ｙ１＝
－１２９６），（ｘ２＝－１４，ｙ２＝３０），（ｘ３＝１６，ｙ３＝４４）和（ｘ４
＝３０，ｙ４＝１４），目标坐标为 Ａ（８，２２），Ｂ（６，１３），Ｃ（２０，
－２５）和 Ｄ（－３０，５０）．测量误差满足均值为 ０、方差为

σ
２／２的独立高斯分布，方差单位是 ｍ２．限定 ＴＯＡ时间
后，测量误差的方差则是σ

２．对定位精度的衡量采用
１００００次独立仿真实验，最后统计目标位置估计的均方
误差ＭＳＥ＝Ｅ［（ｘ－ｘ^）２＋（ｙ－ｙ^）２］．

表１给出了在不同测量误差方差下对以上四个目
标的定位结果，误差方差的取值采用ｄＢ＝１０ｌｏｇσ２表示．
可看出，ＴＯＡＬＳ算法对４个目标的估计都很接近 ＣＲＬＢ
下界，而 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法对目标 Ａ和 Ｃ的估计能够接近
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ＣＲＬＢ下界，但对目标 Ｂ和 Ｄ的估计误差则远大于
ＣＲＬＢ下界．Ａ和Ｂ都是近距离目标，而 Ｃ和Ｄ则是远
距离目标，Ｂａｎｃｒｏｆｔ算法对于近距离和远距离不同位置
目标在定位精度上不能保证都能达到最优估计．

表１ 定位误差比较

目标 Ａ（８ｄＢ） Ｂ（８ｄＢ） Ｃ（－５ｄＢ） Ｄ（－５ｄＢ）
Ｂａｎｃｒｏｆｔ ３．２２ ６３．７ ４．７５ ８４．６８
ＴＯＡＬＳ ３．１７ ３．３１ ４．６６ １１．３２
ＣＲＬＢ ３．１６ ３．３０ ４．５０ １１．１４

图３分别给出了对目标 Ｂ和Ｄ估计性能的均方误
差曲线，图中测量误差方差仍采用 ｄＢ＝１０ｌｏｇσ２表示．
ＴＯＡＬＳ算法对近距离目标 Ｂ（图 ３（ａ））的估计性能在
较大的测量误差门限内（２０ｄＢ）均能保持接近 ＣＲＬＢ下
界，而对远距离目标Ｄ（图３（ｂ））保持接近ＣＲＬＢ下界的
估计性能的测量误差门限则较小（５ｄＢ）．而 Ｂａｎｃｒｏｆｔ算
法的估计性能则对目标的几何位置较敏感，对近距离

目标 Ｂ和远距离目标Ｄ的估计误差并不会随着测量误
差的降低而接近 ＣＲＬＢ下界．

５ 结论

基于Ｂａｎｃｒｏｆｔ的单点定位算法，本文通过引入目标
信号发射时间 ＴＯＥ作为未知量，得出了非一致性 ＴＯＡ
定位方程组的闭式最小二乘解，并给出了限定到达时

间的定位方程组最小二乘解的几何解释．仿真结果表
明，本文算法计算有效且数值稳定，对目标的几何位置

不敏感，估计结果接近理论方差下界．
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